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Uoique tout ce que Mis.. Taylor > ' Bernoulli ? & 
quelques autres, ont dit & découvert .fusqu’à pre- 
fenc au fujec du mouvement vibratoire des cordes, 
fcmble avoir cpuifc la matière, il y refie néanmoins 
une double limitation, qui la reftreinc tellement,* qu’à peine y a -r- il 
aucun cas, où l’on puifle déterminer le véritable mouvement d’une 
corde en vibration. Car d’abord, ils ont fuppofé qué les cordes ten- 
dues faifoient feulement des vibrations quafi infiniment petites, en 
force que dans ce mouvement, la corde, foitqu’eüe ait une fituation 
droite, ou courbe , peut pourtant être cenfëe couferver toujours la 
meme longueur. L’autre limitation confiée, en ce qu’ils ont fuppofé 
toutes les vibrations régulières, prétendant que dans chaque vibra- 
tion I*a corde entière, & tout à la fois, s’étend directement, & cher- 
chant hors de cette fituation fà figure courbe, qu’ils ont trouvé être 
une trochoïde prolongée à' l’infini. 

II. A' la vérité la première limitation, par laquelle les vibrations 
de la corde font regardées comme infiniment petites, quoique réelle- 
ment elles confervent toujours une ràifon finie à la longueur de la 
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carde** cela ne dérange presque en rien les conclufions qu’on en tire, 
parte qu’en effet ces vibrations font pour l’ordinaire fi petites, qu’elle» 
peuvent être prifes pour infiniment petites , fans qu'il en réfuite d'er- 
reur fenfible. D’ailleurs on ri'a pas encore pouffé affez loin, ni U 
Mechanique, ni l’Analyfe , pour être en état de déterminer les mou- 
vemens dans les vibrations finies. A l'egard de l’autre limitation, 
qui fuppole toutes les vibrations régulières, on tâche de J a défendre 
en difant, que bien qu’elles s'écartent de cette loi au commencement 
du mouvement , elles ne lai fient pas de s’afiùjettir au .bout d'un très 
court efpace de tems à l'uniformité, de forte qu’à chaque vibration la 
corde s’étend tout à la fois, & enfcmble en ligne droite, affëéhne hors 
de cette fi tuation la figure d’une trochciïde prolongée. , 

III. Il eft effeélivement prouvé d’une maniéré fuffifante, que]fi 
une feule vibration eft conforme à cette régie, toutes les fuivantes 
doivent l’obferver ausfi, On voit en même tems par là, comment 
Pctat des vibrations fui van tps dépend des precedentes, & peut être 
déterminé par elles; comme réciproquement, par Petat des fuivantes, 
on peut conclure la difpofîtion de celles qui ont précédé. Oeil 
pourquoi, fi les vibrations fuivantes font régulières, il ne fera en au- 
cune maniéré posfible que les precedentes fe foîent écartées de la ré- 
gie; d’où réfulte ausfi évidemment, que fi la première vibration a 
Èfê irrégulière, les fuivantes ne peuvent jamais parvenir à une parfaite 
régularité. Or la première vibration dépend dp notre bon plaifir, 
puisqu’on peur, avant que de lâcher la corde, lui donner une figure 
quelconque ; ce qui fait que le mouvement vibratoire de la même 
corde peut varier à l’infini, fui vaut qu’on donne à la corde telle ou 
telle figure au commencement du mouvement, 

IV. De là naît donc la Queftion fuivante, dans laquelle toute 
cette recherche eft comprife. 

Si une corde d'une longueur , d'une majje donnée , eft tendue 
par une force , ou un poids donné ; qu'au lieu de la (ïtuution droite , on lui 
donne une figure quelconque , qui ne différé cependant de la droite qtt' in- 
finiment peu j q u' enfuit e on la lâche tout à coup ; déterminer le mou- 
vement vibratoire total) dont elle fera agitée , 
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M, d’Alerabert s’eft attaché le- premier, avec un fuccés des plus 
heureux, à l’examen de ce Problème, fi difficile tant dans la Mécanique 
que dans l’Analyfè, & il en a communiqué à notre Academie utle 
.très belle folution. Mais, comme dans ces difcusfions fiiblimes on. 
tire louvent un fruit fort confiderable de la comparaifon de plufïeurs 
folutions differentes du même problème, je ne balance point à pro- 
pofèr celle que j’ai trouvée fur cette queftion. Quoiqu’elle ne diffè- 
re pas beaucoup de celle de M* d’AIembcrt; cependant la grande 
étendue de ce fujet fait que je me perfuade d'avoir ajouté quelques 
obfèrvacions aflez intereflantc* dans l’application dés formules gé- 
nérales. 

V. Je commencerai donc par propofèr le Problème d’une fa- 
çon bien nette, afin qu’il paroi fié quels fe cours on a befbin de tirer, 
tantde l’Analyfeque'dela Mécanique, pourjarriver à lafolution. Soit 
donc la corde propoïëe A B, fixement attachée à lès extrémités A & 
B, &tendüe fuivant la direction A F par une force quelconque, com- 
me cela fe fait ordinairement dans les Inftrumens de Mufique. Que 
cette corde ioit partout d’une égale épaiffeur, & qu’on appelle 

fa longueur ABz:æ 
fa malle, ou fon poids ZI M 

■& que la force tendante A F foit égale à un poids ~ F. 

Qifalors on fàfie paficr cette corde de fon état naturel A B à un 
état de courbure quelconque AL /B, qui pourtant ne différera qu’în- 
finiment peu de l’etat naturel droit A B , de minière que la longueur 
AL1B ne furpafle pas fenfiblemeiit la longueur A B ; & que cette 

figure A L / B donnée d’abord à la corde, foit connue. On deman- 
de , én fiippofant que la corde foit lâchée fubitement de cet état, 
quel mouvement elleaquerra, & quelles feront les vibrations qu’el- 
le fera? 

VI. Auffi-tot donc que la corde fera lâchée de fon état A L /B, 
la force tendante la preffera d’abord vers la fituation naturelle A B, 
que tous fes points étreindront, ou à la fois, ou en divers momens:. 
par conséquent, la corde changera continuellement de figure, ik tous 
fes points participeront au mouvement vibratoire,, jusqu’à ce que la 
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réffftance ait calmé toute l’agitation. Or pour connbitre parfaite- 
ment en quoi confifte ce mouvement, il'fuftita d’avoir asfigné poiir 
chaque tèms l’etat de la corde, c’éft à dire, fa figure. • Car,' tandis 
que d’un cote 'on déficit le changement de figure par lafuccesfion 
inflantanée." 'on détermine en même tems de l’autre la vitefiê de qha- 
que point de la corde, & ainfi on parvient à la connoifiance de tout 
mouvement. Il 11e fera donc pas befoin dans cette recherche 
de faire attention aux vîtefies de chacun des points de la corde ; ce 
qui diminue confidérablemerit la difficulté dé cette folution, 

VII. Puisque nous à vans fuppOÏe, que Ta longueur de la corde 
ne fouffre aucun changement , tandis qu’elle revêt fuccesfivement 
toutes ces figures , en forte que AL/B” AB, il en réfulte qu’en 
menant les ‘appliquées quelconques PL, p/, normales à l’axe AB, les 
arcs AL, Àr Veroht égaux aux abfciffes À P, A p; & par confisquent 
,}cs appliquées' PL, />/, feront comme infiniment petites à l’egard des 
abfciflfcs. "Par conlequent, fi l’on appelle l'abfcifle AP”*, l’appli- 
quée PL fera infiniment petite en comparaifon de x, & l’arc même 
AL fera — a-; d’où 1 ’ on aura Pp~ L/~ </**. Cela fait compren- 
dre, que lorsque la corde reçoit diverfes figures fuccesfives, chacun 
de fes points L fe meut perpétuellement félon Ja direéhon de l’appli- 
quée LP, en forte que chaque appliquée L P repréfente le chemin, 
par lequel le point Lde la cordé s’approche de l’etat naturel AB: 
mais alors, à caufe du mouvement reçu, fiûvant la même direétioi 
.normale à AB, il tendra du coté oppofé. 

VIII. Après avoir Bit ces remarques, polbns qu’au bout du 

tems t la corde foit arrivée à la fituation AMmB, ayant quitté û fitua- 
tion primitive AL /B, de forte que le point L foit parvenu en M. 
En fuppofant donc l’abfcifle quelconque ÀP~.r, qui exprime en mê- 
me tems la longueur de l’arc AM, foit l’appliquée dans cette courbe 
A MB répondante à PM ~y\ & parce que cette courbe AMBdé- 
pend du tems écoulé ~f } y fera une fonftion des doux variables .*• & 
j \ en force qu’en pofant la valeur de y foumifie l’appliquée de 

Ja courbe primitive AL B.. Or il eft clair que fi l’on ronnoit la natu- 
re de cette fonélion de x&t, qui exprime fa quantité de l’appliquée 
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jr* on peut par fon moyen aflîgner la figure même de la .corde pour 
un te ms quelconque r; & de plus on conclura -aiFémem de la muta- 
bilité le mouvementée toute la corde. 

IX. Ainfij étant une fonction de*&/, fon différentiel aura 
une forme telLe/</y“ pdx -f- qdt } Isquellefbrmule.comprendnon 
feulement la variabilité de y par la courbe A MB, mais encore eu 
égard. au tems qui s’écoule. En effet, fi le tems /-efl établi confiant, 
oudtzz o, l'equation dy~pdx exprimera la nature de la courbe 
AMB; mais fi Î’abfciiîe x efl fuppo-fée confiante, ou dx~o t l’cqua- 
tion dy~gdt définira le mouvement du point L pour tout le tems 
que le mouvement de la corde dure, parce que par elle on peut as- 
figner pour un tems quelconque t écoulé depuis Je commencement; 
le lieu M, auquel le point f. fera parvenu. Or />&$ feront. de nou- 
veau des fonélions de x & r, dont les différentiels, en pofant xSce 
l’une & l’autre variable, -foient, 

dp ~ rdx + sdt & dq — sâx + udt. 

Car il efl confiant par la nature des différentiels, que Pelement dt en 
dpj & l’element dx en dq> doivent avoir un coefficient commun. 

X. Comme il s’agit prcfentement de détenu mer le mouvement 
de la corde par les forces foil ici tantes, foie la force accélératrice, j ar 
laquelle le point M de la corde efl accéléré vers l’axe A B “P, & il 
efl clair que toutes ces forces, par lesquelles chacun des élemens de 
la cordc efl preflé vers l’axe AB. prifes enfemble doivent être équi- 
valentes à la force, par laquelle la corde efl actuellement tendue, 8c 
que nous avons pofëe AF— F ; ou bien, fi nous concevons des for- 
ces contraires & égales à P, appliquées fuivant M L dans chacun des 
points M de h corde , alors elles devront fe trouver en équilibré 
avec la force qui tend la corde AF— F, & par cette propriété on 
pourra déterminer la véritable force accélératrice P, par laquelle cha- 
que clément M m de la corde efl actuellement follicité, 

XI. La mafie, ouïe poids de toute la corde étant— M, & fe 
diflrîbuant également par touteJa longueur AB, le poids de Ja por- 

jVJ x 

tion AP, ou AM, fera — ~ , & par confisquent le petit poids de 
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Ftlément M»- dx fera “ ; lequel étant follicité iuivantML 

Û 

par la force accélératrice “P, la force motrice de cet élément fera “ 
— — P, & la tomme de toutes les forces motrices par Tare AM lera 
M 

zz — /P</jr. Mais parce que le point A eft fuppofe fixe, il eft per- 
mis de concevoir une certaine force AGrzG, qui lui foit appliquée 
dans ladireétionAG normaleàAB, & aflez grande, pour que le point 
A foitoonfervé en repos. Ces choies étant pofées, la théorie de l’e- 
quilibre des forces appliquées à un fil parfaitement flexible, fournira 
l’e quation fui vante: 

F y — ■ G* + — fdxfpdx zz o 
ou Fy&G* font les momens des forces F & G à l’egard du point 

M 

M, & — f dxfV â.x eft la fomme de tous les momens des forces élé- 
mentaires à l’egard du même point M. 


XII, Que Ton confidere à préfent la courbe A MB, que la cor- 
de forme dans cc moment, dont la nature fera exprimée par les for- 
mules données ci-deflu$, fi le tems / eft pris confiant, ou dt “ o x 
& par confequent on aura à y zz pdx 7 & dp ~ r d ,v. Par là l’e- 
quation que l’etat d’équilibre a fait trouver, étant difïèrentiée, & en 
pofant pdx 7 au lieu de dy 7 donnera divifée pasdx 

M ■ . 

Fp — G -f “ JVdxzz o. 

Qu’on differentîe de nouveau cette équation, en po font réx 

M 

pour dp, & en divifant par dx 7 oh obtiendra Fr -f “ F — *; 

d’où l’on tire ht force accclératricr P du point M fuivant la direélion 

MP, 


e* rj ffl 

Far 

MP, Tavoif P “ — C’cft pourquoi fi la courte A MB étcàC 

Connue , on pourroit déterminer par û nature la force accélératrice 
de chacun desélémens. 


XUI. Confiderons à préfont le mouvement dji'feul point M» 
par lequel il s’approche de P t étant fo! licite par la force accélératrice 
P, & l’abfciflè AP — x doit être cenfee invariable. Or comme à 
caufo de dx iz c t il y a l’increment momentané de l’appliquée PM, 
dy — qdt & âq rz uàty dans le petit rems dt le point M s’appro- 
che de P par le petit efpace rr — qdt y dont le différentiel en po- 
fànc l’element du tems dt , confiant, fera “ — dqdt ~ — udt z 'ZZ 

— âdy. Mais, de l’accélération qui naît de la force P par lés princi'- 

2 ddy 

pes mécaniques on déduit <x*te équation P~ — ~ — iu, 

fi l’on expofe, comme c’eft U coutume l’elément du tems dt par l’elé- 
ment de l’efpace appliqué à la vitefle, & que la vitefll elle meme foie 
réprefontée par la racine quarrée de la hauteur due à cette vitefle. 

p a, 

AinG, puisque noos avons trouvé P iz: — jiusfi bien que P'Zt 

, c Far Far 

— x u, il en rcfultera % u rz fr- ou uzz — j.r* 
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XIV. Ces deux conditions, que nous avons rappcllées au cal- 
cul, renferment toute la Queflion prripofée; & par conféquent, fi 
un tems quelconque / étant écoulé, on pofe pour un point quelcort- 
que M de la corde l’abfciilè À P n j-, & l’appliquée PM=jy, celle- 
ci s’exprimera par une fonction de x & r, telle qu’en pofanc dy ;Zi 
pdx -j- q dt , le caraétere des fondions p & q fe tirera de ces formule* 


dp ZZ râx — \— sdt t & âq “ sdx — J— 


Ffc. 

M 


rdt. 


La queflion mécanique propofoe fe réduit donc à ce problè- 
me analytique, de chercher des fonctions r & / de x & r, telles que 
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«es formules différentielles + ><f/, Scsdx 4. -=- r<//,devierv- 

r £ 

nent intégrables. Car de femblables fondions étant trouvées pour r 
& s j on pourra asfigner les valeurs p zz f (rdx -|- tdf) & q ZZ f 
F a ^ 

(sdx + frf/,) d’où l’on inférera enfuice la valeur de l’appli- 


quée même y zzj (pdx -|- qdt.} 

XV. Ce Problème analytique 'c on fi de ré en foi efl extrême- 
ment indéterminé; ainfi, pour l’accommoder à quelque cas qui fe 
préfenter-oit, il faut faire les remarques fui vantes. Premièrement 
dans les intégrations, il faut régler les confiantes de maniéré qu’en 
pofant x — o, quelle que foit la valeur qu’on attribue à r, on ait 
toujours y zz o. Enfuite, on doit en faire autant dans le cas de x 
ZZ a. Troifiémeraent, ces précautions étant prifes, d’entre les fon- 
dions infinies r & r, quifatisfont aux conditions ci-deffus expri- 
mées; on doit pour chaque cas propofé choifir celles, qui en pofant 
t — o, font que la valeur de l’appliquée 7 qui en réfulte , fournit 
cette courbure arbitraire, que l’on avoit donnée à la corde au com- 
mencement du mouvement. Cela étant exécuté, il ne refiera plus 
dans la folution aucune confiance indéterminée, & le vrai mouve- 
ment de la corde pourra être réprefenté d’une maniéré abfoluë. 

XVI. Afin donc que la figure initiale de la corde puifîê être ré- 
glée arbitrairement, la folution doit avoir lapins grande érenduë. 
C’èft pourquoi, la recherche devant commencer par ces formules dp 

F it r 

zzrdx -f sdt , & dq —sdx -f — jyj- rdt> on doit découvrir en 


général toutes les valeurs posfibles pour r & /, qui rendent ces for- 
mules intégrables enfemble. Multiplions pour cet effet ces formules 
à part parles confiantes m & n y & ajoutons les produits, de maniéré 
que foit 

Fa 

m dp -f- nàq ZZ dx {mr -J-ff/) -f- dt ( ms -f- — ^ tir ) 


cette 
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cette formule doit être encore intégrable; quelles que foient les v»* 
leurs confiantes attribuées aux lettres mikn. Qu’on falïè donc m-.n 
F a Fæ 

: — — ^ « : m } ou mm ” “jÿj n f! > d’ou vient m ’ZL i oc « n ■+• 

V , & l’on aura dp ± âq V ^rj = [dx ± dt V 
, , .;îM v 

F x 

XVir. Pour abréger, fois ~ b, éfe l’on aura 


ép ± dq V ZH ( dx + dt V b) (r + / V on 


d p y b d q “ (</.r +* / y £) (r V 1 + /) ou ausfi 

^ + i/; y (^ + i/f y + r y &).. 

Comme donc cette formule (</* + d t ÿ b) ( s 4- r V b) doit 
être intégrable, il eft néceflaire que r ± r v b foit une fonction 
de x x t V b. Pofons, pour tenir compte de l’un & de l'autre 
fîgne 


x 1 y t ~ v x — - 

& il fera 

x — t y i ~ u tyi~- 


8c nous aurons ces équations : 

dq -\—d py bn*dv (s-\~ry b') 8l d q — dpyb^zdtt (/— i*y^} 
où il faut que / *f r V b foit une fonélionde u, &/ — rV b une fon- 
ction de u ; car autrement l’intégration ne reüsfiroic pas. 

XVIII. Cette double intégration étant donc faite, q -f p V b 
deviendra “ à une fonétion de v, 8c q — p V b ~z une fon- 
éVion de ». Soit donc, pour donner une pleîoe étendue à la 
folution, 


K ? 


V fon- 


1 
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V fonélion quelconque de v “ x j- t V k. 

U fonction quelconque de wzix — tvb f 
Ton ûtisfera aux conditions rapportées, en pofant 

V -4- U 

q \ p V b — V £ — 

d’où Te fait 

q — p V b ~ \J p ~ 


2 

— U 


2 y b * 

Comme donc dy~pdx\ qdt> on aura en fubftituant à p & fa 
de même qu’à dx & dt les valeurs trouvées 

j __ CV — U) { dv — du) (V-J-U) 

ay — y b “T* ^ V b * 

qui apres l’évolution fournit 

'? = V ^7> — y r= ;f» (/VJv-fUJa). 

XIX. Or /V d v fera fonftipn de t> “ x + fV b t $tfU d u fon- 

F /7 

iliondeamr— fv'b, Jetant d’où, fi l’on employé les cara- 

ctères fSc<P pour indiquer des fondions quelconques des quantités, 
devant lesquelles on les met, nous aurons l’exprefïïon générale fui- 
vante pour l’appliquée y,- qui reprèfente là quantité pour un. tems 
quelconque r, écoulé depuis le commencement, St pour une abfcis- 
fe quelconque x 

y~ f' ( x “4— t y b ) —H <£.* { x — t y b). 

Car pour retourner fur nos pas, & Élire un eflai fur la formule dyzz 
pdx\qdt onaura les valeurs fuivantes/&^: 

{x-Y-tyb) (x— tyb) 

q—Vb (/': {x-f- tVb) { x-tVb ) 

& ou lien des formules dp~rdx \idt&,dq “ sdx-\- brdt 7 onau- 
ra, comme la nature de la chofe le demande, 

r“ f 7 '. (x-h tVb) ( x-tyb ) 

r —y b. (/". (r + n^) — «p". (x-tVb)) 


pourvu 
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pourvu que nous marquions le différentiel de îa fonction/: z par 
àzf‘ : z, & le différentiel de h fonction/'.* zpar dz f": z. 

XX. Jusqu’à prêtent ks-caraéteres/&<p, dans l’equation 
y — /: ( x —H* * V bj — f- (p.* { x — t V b') 
lignifient des fonctions quelconques , qui different en raîlon de la 
compofitîon , & leur relation le détermine davantage par les au- 
tres conditions. Car comme en pofànt x — o f on doit toujours 
avoir^— fl, il doit etre f t '(+rvb) + $ ( — tyb)'—o } & par 
conféquent p ( — / V b) ZZ — f: (r V b ). Or alors, parce qu'en 
pofant la valeur de y doit pareillement evanoüir, on aura 

ausfî/i (tf-f. ty b) +<p : (a — tV b) ~o ; & ainff la nature des 
fondions /& <P doit cti*e définie de maniéré qu’elle fàtisfaflè à ce* 
conditions. 

Q-'—t VI — — f: tVb 

<P: ( a—tVb) — — /; (*-f- tVb) 

XXI. Comme/ 1 .* z peut être repretenté en général par l’appli- Fig.*, 
quée d’une certaine courbe , dont l’absciflè eft z , foi t A. M B la cour- 
be dont les appliquées PM fourniffent les fondions des absciffcs A P 
qui font défitmées par le carailere/V en forte que P M fbit —fit 
V b; auquel <p : — t V b devant être négativement égal, qu’on pren- 
ne A p ~ AP, de forte que A p ~ t y b ; & en pofant la courbe 
Ainb au deflous de l’axe de la courbe fembiable A MB, on aura pm 
~ — f- ty b ZZÇ: — t y b. Donc la courbe Amb fembiable à la 
courbe AMB expofcrala- nature de l’autre fonction <p. Alors la courbe 
AMB exiftant d’une manière femE>labIc au delà de B, foit ABzzæ continué 
au de flous de l’axe, afin que la portion B N e foie fembiable & égale 
à la courbe B n A, & en prenant B Q.— Bq, on aura A a -+- t 
y b) QN —f: (a -ht y b) , ik pareillement à caufe de Aq — a — f 
y h, il fera qn — f: ( a — /y b ) d’où il paroit qu’unecourbe de 
cette forme AMB, qui eft continuée de part & d’autre à l’infini 
par des parties femolables Sc égales à elle même Am b, BNa, &qui 
îoient fitueés alternativement en haut & en bas , eft propre à repré* 
femer la nature de l'une & l’autre fonction / & <p* 


XXII. Ayant 
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XXII. Ayant donc décrit une femblable courbe anguiforme» 
foit régulière, conteniie dans une certaine équation, foît irrcguliere# 
ou méchanique , fon appliquée quelconque PM fournira les fon- 
ctions, dont nous avons befoin pour la folution du Problème, En 
efFetfi l’on pofe une abfcÜse quelconque AP“;s, on aura l'appliquée 
PM — /•* z. De là donc, en attribuant à l'abfcifTe z t les valeurs 
x -4- 1 V b Si x — tVb y onmnyZZf: (x-i-t^ b) -4 - f: (x — * 
Vb) ; enconféquence de quoi on pourra afsigner pour un tems quel- 
conque dans la corde vibrante l'appliquée^, qui convient pour une 
abscifFe quelconque. Or pofons t~o t pour obtenir la courbe ini- 
tiale de la corde, & l’on aura AP“^ & l’appliquée dans la cor- 
de vibrante y ~ffxiz a PM ; ou, parce qu’il eJl permis de pren- 
dre les moitiés des fonctions fuperieures, en forte que 

y— if: (A--f -tVb) -f- ifi ( x~tVb ) 
la courbe meme AMB repréfentera la figure donnée à la corde au 
commencement du mouvement. 

XXIII. Réciproquement doue, s’il jy aune courbe donnée, ou 
figure, que la corde ait reçue au commencement, onjpourra en tirer 
la détermination de la figure de la corde pour un tems quelconque 
cctJiné depuis le commencement. Car, en décrivant au de/Tus de 
l’axe AB-= ~a t qui foit égal à la longueur de la corde., la figure ini- 
tiale de la cordc A MB, qu’on la. répété de. part & d’autre en fima- 
tion inverfe, en forte que Amb ~ AMB & BNa zz BnA, & que 
l’on conçoive la répétition continuelle de cette courbe de part & 
d’autre à l’infini luivant la même loi. Alors, fi cette courbe eft em- 
ployée pour exprimer les fondions trouvées, après un tems écoulé 
:z: t l’appliquée qui répondra à l'absciflè. ;r,dans la corde en vibration 
f CFa * 

y = if: {x-ht y h) +*/•• 

d’où l'on pourra recueillir aifément la conflruéHon de la courbe, que 
la corde forme dans un tems quelconque, 

XXIV, Mais afin que cette formule ne paroi/Te pas renfermer des " 
quantités heterogenes , il faut remarquer que fv'i efî réprefènté par 
une ligne droite, & ell par confisquent lion: ogene ax,- Car, foit z la 

hauteur 


hauteur de'laquelle un corps pefant tombe dans le tems/, enton- 
nant i’expresfion du tems de ta maniéré indiquée ci - defîus, on auri 
t~zV z\ & ainsi au lieu -de /, on pourra écrire i ^ z f ' & récipro- 
quement par la hauteur z on connoitra le tems t écoulé depuis le 

commencement du mouvement. Donc t y b fera i y bz 

n/ 2 F az ^ 

2 V ~kt — y — par coruequ ent fera exprimé par une ligne 


M 


M 


droite. Or pofons, pour abréger, 


V 


2 FaZ 


“ v } en forte que la 


valeur de v puiiïè être asfigneé pour un tems quelconque, & apres 
le tems écoulé, pendant lequel .un corps pefant.tombe par Ja hauteur 
^ z, on aura 


y — §/: v) */: 


XXV. Si l’on a donc donné au commencement la figure A MB à 
la cordc AB “ a, & que fa répétition ait enfuitc forme la lignecour- 
be anguiforme s'ÜAMBaN, la figure que Ja corde doit avoir aa 
bout du tems r, pendant lequel un corps pefant tombe par la hauteur 
~ z, fera ainsi definie. De cette hauteur z connue qu’on cherche 
f 2 Ÿ az 

Ja valeur v zz V — ^ — , & qu’en propofint l’abscilTe quelconque 


AP — on prenne de part & d’autre P Q_~ V q ~ v t en me- 
nant aux points Q^r q les appliquées QN & qn , on aura à cauié de 
QN ~f: (-r-f- v) & de q n ZZ\f: ( x • — v) t l’appliquée qui répond 
à rabfciflè A P ~ x de la corde , y zz£ QN -h £ q n ; ou bien, qu’on 

Q N — 1 — q a , 

prenne Pm~ , in étant le heu du point M, & 

fi l’on employé cette conftruclion pour tous les points de l’axe A B, 
les points m donneront la figure prefente de la corde Am B. De 
cette maniéré la figure, que la corde prend dans les vibrations , fera 
facilement- décrite pour un teins quelconque. 


Mimtlrtt âeV Açaitmk T*m. IV. 
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XXVI. 
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XXVI. Cherchons la figure de la corde, apres qu’il fera écou- 

■ M a 

lé wn tems tel que v Toit n: a , ou z — . , & cela donnera 

y = î /• (*H-« ) -+-!■/: (•*■ - a ) 

Orpar la nature de la courbe décrite/: (.* — !tf)fera“— /: (a — a*) 
&/: (j — ■/; (tf — x) d’où réfultera 

y = - /•• ( a - *) 

ce' qui fait voir" que -la corde fera ptieé toute entière au defious de 
l’axe, & prendra la figure AM 'B égale à la figure donnée A MB, 
mais pofèe en fituation inverfe ; de forte qu’en prenant Pabsciflè BP' 
“AP, l’appliquée fera P'M'rrPM. Et de là réciproquement, 
s’il s’écoule de nouveau un tems égal t t d’où refaite v n a, toute la 
corde retournera à la fituation AMB, qui*lui avoit été donnée au 
commencement; ce qui fe déduit aufsi de ce que s’etant écoulé de- 
puis Je commencement un tems, d’où fe fait v “ 2 a, il en réfulte, 
y — \fi (jf 2 a) \f‘. {x- 2 a) 

Mais en prenant PQ/~ P y' — 2 par la nature de la courbe Q/ 
K' fera ~ )? M “ / «' , & par conséquent y ~PA 1 , commejau 
commencement du mouvement. 

XXVII. Quelle que foit donc la figure donnée d’abord à la cor- 
de, elle la reprend à chacune des vibrations, autant que le permet la 
diminution causée par la résiftance ; cc qui fait voir bien clairement 
qu’il n’y a aucune vérité dans l’opinion rapportée ci - defliis , fa- 
Voir que les vibrations de la corde, quelque irrégulières qu’elles 
ayent été d’abord, rentrent aufsi -tôt après dans l’uniformité, demu- 
niere que la figure dégénéré en une trochôidc prolongée. Cepen- 
dant il n’eft pas moins clair, que quelle que loir la^figure de la corde 
en vibration, les vibrations ne laiflèront pas d’etre nfiëz régulières ; 
car comme, empotant v n % a f la corde retourne à fon premier état, 
elle doit etre censée avoir fait pendant ce tems là deux vibrations ; & 
par conféquent on définira de la valeur v~a le tems d’une vibra- 
tion , qui fera égal au tems pendant lequel un corps pefant tombe par 

la 


Ma. 

h- hauteur — p * ou, fi l’on- exprime la longueur de la corde AB 

■ i 

en millièmes de pieds de Rhin, le 1 tems d’une vibration exprime eh 

fécondés fera — V — 4 , où la corde fera aucàiltde vibration» 
125 2 r 

/2 F 

à chaque fécondé, que cette exprcsfion 125 V contiendra d’u- 

nîtés , tout comme fi la corde achevoit fes vibrations fuivant la loi 
d’uniformité décrite par Taylor. 

XXVIU. Comme la figure AMB donnée au commencement 
à la corde, fournit ù première & plus grande excurfion, de. même 
une vibration étant achevée, la corde fe trouvera dans l’autre cfr 
curfion ta plus grande AM'B, que nous avonvfaic voir être égale à 
ht première inverfe. Voyons donc à prefent, fi dans le milieu du 
tems qu’emportent ces 1 deux vibrations, la corde fe tend d’une ma^ 
niere parfaitement droite, & reprend la fituation naturelle, ou non? 
Puisque du tems d’une vibration naît vZZa , pofbns pour le moment 
du milieu v ~ $ a, tk l’on aura delà formule generale 

,= â /:(* -f- t *)-+- -î /:(•>■- î <0 

dont la valeur évanouira, fi /': ({- a — x) eft “ f ; a- 4- xJ 
c’eft à dire, fi la figure A O B donnée au commencement à la corde 
eft telle qu’aux ablcifiés \ a + x & % a — x répondent des appli- 
quées égales; ce qui arrive fi l’appliquée CD drefice au poinc du 
milieu C de la longueur AB eft un diamètre delà courbe ADB, &■ 
que la partie DB loit {emblabie & e'gale à la partie DA. Toutes les' 
fois donc que la courbe initiale a cette propriété, tour autant de fois' 
la corde s’étend en ligne droite au milieu de chaque vibration ; & 
comme cela peut arriver en nombre innombrable de maniérés, il eft' 
manifefte que cette condition elle-même ne requiert pas, que lacor- 
de prenne perpétuellement dans fèsvi bradons la figure d’une tro- 
choide orolongée. 

XXIX. Or, bien qu’àconfiderer la chofe en général, les tems des 
vibrations 11e dépendent pas de la figure que prend.la corde vibrante, 

L 2 mais 


Fîg. 


•f3$ B4 ® 

Ri. j. mais qu’ils Te déterminent par les feules quantités a, M & F, dont la 
^prenïrere a dénote lar longueurtïe la corde, M le poids de la cordfc, 
l& F Je poids égal à la force qui. tend ; cependant il y a des cas fin- 
guliers, dans lesquels les teins des vibrations peuvent être réduits à la 
moitié? au 'tiers, au quaçt, ou même à une partie aliqnoce quelcon- 
que de toute la longueur. Car, fi toute, la longueur de la corde ctoit 
A a =r n> & qu'eiFe fe courbât au commencement, de maniéré 
qu’elle fit deux parties A MB & B «, qui fii fient parfaitement fembla- 
bles.& égales entr’elles, elle fera alorsfes vibrations, comme fi elle 
r’avoit que la demie longueur AB, & par confèquene ces vibrations 
feront deux fois-plus rapides; De même, fi la figure initiale de la 
corde avoir trois parties femblables & égales £ AB comme elles font 
réprcfencées dans la figure, la corde alors fera fes vibrations, comme 
iï fâ longueurétoit trois fois moindre, & chaque vibration deviendra 
trois fois plus courte; par où l’on comprend aiTez, comment ces mê- 
mes vibrations peuvent devenir quatre fois , cinq fois &c. plus 
courtes. 

XXX. Ayant ainfi donné la folutron générale, comp r enons y 
encore quelques cas, auxquels la courbe anguiforme Fig. 3. eft une 
courbe continue, dont les parties foient liées en venu de la loi de 
de continuité, de maniéré que fà nature puifiè être comprife par une 
équation. Et d’abord il efi confiant, que ces courbes, puisqu’elles 
font coupées par l’axe en une infinité de points, feront tranfeen- 
dentes. F.11 pofant la longueur de la corde AB HT a y & une abfciiTe 
quelconque AB Z z; », foir 1: tt 7 comme le diamètre du cercle à la 
circonférence, & Ï1 eit manifèfie que requation fuivante, exprimée 
parlesfinus, fournit une combe requife; 

PM=« fin — fin — -f- y fin -|-<!fin 4^ - 4 - &c. 

a a a a 

Car fi, qu Heu de u, ou pofe ou^r, ou:<î, ou ja, ou 4/7 &c, l’ap- 
pliquée PM evanoiiic, & en pofant u négatif, l’appliquée elle même 
le change en fonne'gttif. Si donc la courbe A MB étoit lafigure pri- 
mitive de la corde, au bouc du teins /, pendant lequel le .corps pe- 

fant 


• m 8j m 


Étnt defccnd par la hauteur “s, en pofanton V 


Ftf ! 


M 


> à l’ab- 


fcifle x dans la figure de* la corde répondra l’appliquée y, de force 
qu’on aura : 

5T* ç 4" *1 7T 

y" -{ri a (in - (je-j-v) -H-f£fin — (•**-{- *0~f- 1 y fin — (* 


a 


v") &C. 


0*. ’XXX r 2ff V r r 27TX AW 

-H^fin cof F-yfîn 2 — cof &c. 


-d-|afin -(* — vj-î--|-ëfin-— fin— (x — v) &c, 
ü a û 

XXÎCI. Or comme fin ( a~ f-i) -f- fin (<)-*- />)cfl “ 2 fin a cos l> 7 

cette équation fe transformera .en cette forme : 

- 7T x , W i> 

v~aun — col 

J a a 

& la figure primitive de la corde fera exprimée par cette équation, 

y — « fin — j— ff fin— — * — t-yfîn -1^-* — |— &c. 

J a a a 

laquelle revient la même, toutes les fois que v devient ou 2 /r, ou^tf, 
ou 6a &c. Mais fi v eft ou a, ou 3 a, ou 50 &c. la figure de la cor- 
de -fera 

r t .r 11F x 3 ?rx 

y ~ — a tin *— — -+- b fin — — y fin — f- &c. 


a 


a 


a 


rc- 


où il faut remarquer que fi 0 eft “ â t y~o,$zzo, &c. il en 
fuite le cas qu’on croit communément être le feu! qui ait lieu dans la 

X 7T V 

vibration des cordes, favoirv^^fi — COS — ’, dans lequel la 

courbure de la corde cft perpétuellement la ligne des fin us, ou une 
trochoide prolongée à r infini. Mais fi le feul terme 3 , 0117, ou 
<f, &c. s’y trouve, cela forme des cas où le tems de la vibration eü 
moindre, ou du double, ou du triple, ou du quadruple ikc. 
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